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О нелинейных уравнениях, связанных с  уравнениями теплопроводности и Д'Аламбера с помощью подстановок типа Коула-Хопфа 

Журавлев В.М., Никитин А.В.

1    Введение

В теории нелинейных волновых процессов хорошо известным фактом является интегри​руемость уравнения Бюргерса с помощью подстановки Коула-Хопфа (см., например, [1]). Этот факт, сыгравший определенную роль в создании метода обратной задачи (МОЗ) в теории нелинейных волн [1], но не сводящийся к нему, являлся в некотором смысле обособленным. Это справедливо в том смысле, что примеры других уравнений, которые интегрируются аналогичным образом с помощью подстановки типа Коула-Хопфа фактически до сих пор отсутствовали, а сам результат интегрирования уравне​ния Бюргерса считался скорее "случайным", чем имеющим некоторую общую для ряда уравнений природу. В сравнительно недавней, но, по всей видимости, мало известной работе [2], был получен важный результат, касающийся свойств пространства реше​ний уравнения теплопроводности в одномерном пространстве, который "объясняет" с достаточно общих позиций смысл наличия подстановки Коула-Хопфа для уравнения Бюргерса. Основной смысл этого результата состоит в том, что уравнение Бюргерса является условием совместности не только пары операторов типа Лакса, что исполь​зуется в МОЗ, а 7-мерного линейного пространства смешанных производных функ​ции 
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, являющейся решением уравнения теплопроводности: 
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. Как было установлено в работе [2] замыкание пространства производных функции 
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 осу​ществляется добавлением к уравнениям, следующим из уравнения теплопроводности, уравнения переноса изолиний функции 
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, и производных от этого уравнения. Задача о динамике изолиний важна, например, с точки зрения описания динамики различных автоволновых систем, где вместо построения решений самих уравнений, часто строят решения для динамики изолиний, что соответствует кинематическому подходу в теории автоволн [3, 4, 5] и теории в теории взрыва [6]. Кроме этого, скорость переноса изолиний может рассматриваться в смысле локальной фазовой скорости для волн сложного вида [1]. Обобщенный подход такого типа рассмотрен, например, в [7]. В данной работе мы показываем, что обнару​женное свойство решений уравнения теплопроводности, может быть перенесено на ряд других уравнений, в частности обобщенные уравнения теплопроводности, уравнение Д'Аламбера и уравнение телеграфного типа. Кроме этого мы исправляем ряд неточ​ностей, имеющих место быть в работе [2]. Частично эти результаты были изложены в [8].
2    Постановка задачи

Математически эта проблема может быть сформулирована следующим образом. Пусть функция 
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 удовлетворяет линейному уравнению теплопроводности:

[image: image7.wmf]T

v

T

t

D

=

,
(1)
где 
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 = const, а 
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- оператор Лапласа в пространстве 
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 = 1,2,3 измерений. Уравнение переноса изолиний функции 
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 имеет следующий вид:
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где V = V(x, t) - поле скорости переноса изолиний функции 
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 - обычное эвклидово скалярное произведение в пространстве с координатами 
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. В одномерном случае, с которого мы начнем изложение, эта система уравнений имеет следующий вид:
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Проблема, которая имеет интерес в связи с системой уравнений (1) и (2) и, соответ​ственно, (3)-(4), состоит в существовании универсального, в частности, не зависящего явно от функции 
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 уравнения для векторного поля V, задающего перенос изолиний функции 
[image: image18.wmf]T

 в пространстве со временем. Существование такого общего уравнения в случае размерности 
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 > 1, вообще говоря, не очевидно. Однако это может рассматри​ваться как допустимая гипотеза, если вспомнить о том, что в размерности 
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 = 1 она имеет решение, которое вытекает из теории уравнения Бюргерса:
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Хорошо известным фактом из теории нелинейного уравнения Бюргерса является его полная интегрируемость с помощью подстановки Коула-Хопфа
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сводящая уравнение (5) к линейному параболическому уравнению теплопроводно-сти(см., например, [1]):
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Пусть 
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 - решение последнего уравнения. Тогда соотношение (6) можно переписать в 
виде:  
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Введем функцию T по следующему правилу: 
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Ограничим теперь класс допустимых функций 
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 такими функциями, которые удовле​творяют уравнению:
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Очевидно, этот класс содержится внутри класса всех функций, которые удовлетворяют второму уравнению в (8). В этом случае первое уравнение в (8) можно переписать следующим образом:
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Следовательно, функция 
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, которая удовлетворяет уравнению Бюргерса:
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дает решение поставленной задачи в случае 
[image: image35.wmf]d

 = 1. Однако, решение проблемы, вытека​ющее из теории уравнения Бюргерса выглядит случайностью, поскольку не строится непосредственно из самих уравнений, указанных в постановке задачи. Кроме этого, в многомерном случае этот подход простым образом воспроизвести не удается. Возни​кает вопрос: нельзя ли получить решение задачи непосредственно из уравнений (1) и (2) и, соответственно, (3)-(4). Ответ на этот вопрос дан в работе [2] для
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  = 1, а для 
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 > 1 предложен подход к решению проблемы (содержащий, к сожалению, некоторые ошибки).
3    Подход Урюкова

В работе [2] рассматривается подход к решению поставленной задачи методом, который можно считать обратным к методу, рассмотренному выше. Этот метод мы будем на​зывать методом Урюкова по имени автора. Следуя работе [2], вместе с уравнениями (3)-(4) рассмотрим следующую совокупность уравнений, полученных простым диффе​ренцированием уравнений из (3)-(4) по переменным 
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 подходящее число раз:
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Замечательным результатом является то, что совокупность соотношений из семи урав​нений, объединяющую (3)-(4) и (10), входит линейным образом ровно семь производных функции 
[image: image45.wmf]T

. Следовательно, для того, что бы в каждой точке пространства существо​вало любое, дифференцируемое соответствующее число раз, решение уравнения тепло​проводности, необходимо и достаточно, что бы детерминант системы уравнений (3)-(4) и (10) относительно вектора производных 
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, обращался в ноль. Вычисляя этот детерминант явным образом приходим к условию равенства его нулю, которое в точности совпадает с уравнением (9). Этот метод решает поставленную задачу прямым образом.
4    Некоторые обобщения для уравнения теплопровод​ности

Подход, предложенный в работе [2], может быть обобщен. Во-первых, можно несколько усложнить уравнение теплопроводности, изначально включив в него адвективный пе​ренос тепла. Во-вторых, можно распространить этот метод на уравнения иного типа, например, на гиперболические уравнения типа уравнения Д'Аламбера.
4.1    Уравнение теплопроводности с адвекцией

Рассмотрим в начале уравнение теплопроводности следующего вида:
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и поставим задачу отыскания уравнения для скорости переноса изолиний 
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, определя​емой из уравнения (4). Уравнение (11) представляет собой уравнение теплопроводности в среде с адвективным переносом тепла скоростью 
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. Вычисляя совокупность уравнений, аналогичную (10), для исходной системы (4)-(11), и затем ее детерминант, приходим к условию его равенства нулю в следующем виде:
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или
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Здесь 
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При заданной функции 
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 решение обобщенного уравнения Бюргерса можно найти, с помощью подстановки решения уравнения (11) в соотношение:
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которое теперь отличается от стандартной подстановки Коула-Хопфа (6). В част​ности, используя такой подход, можно получить и решения уравнения Бюргерса для радиального теплопереноса в цилиндрической, сферической и т.д., геометриях. Для это​го функцию 
[image: image56.wmf]w

 следует выбрать для цилиндрической конфигурации так: 
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. В этих случаях получаем для 
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 уравнение следующего вида:
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 а для 
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 - следующего:
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4.2    Связь с теорией солитонов

Кроме случая, когда в уравнении (11) функция 
[image: image65.wmf]w

 является заданной функцией ко​ординат и времени, представляет определенный интерес и случай, когда функция 
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 является заданной функцией 
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 имеет следующий вид:
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С точки зрения теории солитонов это уравнение можно было бы рассматривать в ка​честве условия совместности пары уравнений для 
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 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf]0
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Такое представление можно было бы назвать, следуя [9], псевдопредставлением Лакса-Захарова-Шабата. Однако, как не трудно убедится, вычисляемое обычным для теории солитонов способом условие совместности двух линейных уравнений (16), т.е как усло​вие равенства нулю коммутатора соответствующих линейных операторов, не приводит к какому либо уравнению типа (15). Это уравнение является условием совместности именно всей системы (10) и (16). С другой стороны, согласно [9], это уравнение может быть представлено в форме коммутативности некоторой пары матричных операторов. Сравнение такого псевдопредставления Лакса-Захарова-Шабата с системой уравнений (10) и (16) позволяет надеяться на отыскание некоторых специфических типов урав​нений (15), которые интегрируются методом аналогичным методу обратной задачи. Однако этот вопрос требует отдельного рассмотрения.
4.3    Уравнение теплопроводности с перестановкой x и t
В некоторых задачах теории волн в гидродинамике возникают уравнения типа уравне​ния теплопроводности, но в которых пространственная координата и время меняются местами. Такое уравнение можно представить в следующем виде
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При этом уравнение переноса изолиний остается неизменным (см. (4)). Рассмотренный метод может быть без труда перенесен на случай (17). Как не трудно видеть, уравнение для скорости 
[image: image76.wmf]V

 изолиний функции 
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 может быть получено из уравнения (12) с помо​щью формальной замены 
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то при условии замены 
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 и с точностью до перестановки координаты и времени получаем исходную задачу, рассмотренную выше. Следовательно, уравнением переноса изолиний для функции 
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, удовлетворяющей уравнению (17), будет уравнение следую​щего вида:
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Это есть уравнение типа Бюргерса, но с перестановкой координаты и времени. Его можно переписать в следующем виде:
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Заметим, что в этом случае известные асимптотические свойства решений уравнения Бюргерса для функции 
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функции 
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. Решение уравнения (18) и эквивалентного ему уравнения (19) можно получать из решений уравнения (17) при заданной функции 
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 c помощью подстановки (14).
5    Уравнение Д'Аламбера
В качестве еще одного примера рассмотрим уравнение Д'Аламбера:
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вместе с уравнением переноса изолиний (4). Появление второй производной по времени приводит к тому, что при дифференцировании уравнения (20) по 
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 появляется третья производная по времени 
[image: image97.wmf]ttt

T

, а при дифференцировании по 
[image: image98.wmf]x

 - смешанная производ​ная 
[image: image99.wmf]ttx

T

, которых в случае уравнения теплопроводности не было. Поэтому необходимо изменить совокупность базовых уравнений, полученных дифференцированием. Как по​казывает анализ, теперь размерность пространства производных будет иметь размер​ность N = 9, а сама совокупность уравнений, дополнительных к исходным уравнениям (4)-(20), будет иметь следующий вид:
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    Приравнивая нулю детерминант полученной линейной алгебраической системы относи​тельно переменных
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Это уравнение имеет три ветви решений. Две ветви приводят к решениям: V = ±c = const, которые соответствуют двум возможным решениям уравнения Д'Аламбера:
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которые описывают перемещение изолиний с постоянной фазовой скоростью. Третья ветвь описывает перенос изолиний всех остальных возможных типов решений уравне​ний Д'Аламбера, скорость которого подчиняется уравнению:
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Это уравнение полностью интегрируется. Для этого его следует представить в таком виде: 
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Функция 
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 в этом случае должна удовлетворять следующему уравнению в обык​новенных производных:
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. Интегрирование этого уравнения приводит к следующему решению для 
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где 
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 - постоянные, определяющиеся типом решения уравнения Д'Аламбера. По​скольку функция 
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 как функция x,t сама удовлетворяет уравнению Д'Аламбера, то общее решение для нее можно записать в виде: 
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где 
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 - функции, вид которых зависит от решения для функции 
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[image: image125.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

ct

x

g

ct

x

g

ct

x

g

ct

x

g

c

T

T

V

x

t

+

¢

+

-

¢

+

¢

-

-

¢

=

-

=

+

-

+

-


где использовано представление: 
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 - некоторое реше​ние уравнения Д'Аламбера (20). Очевидно, что последняя запись решения позволяет однозначно выразить 
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Это позволяет так же однозначно вычислить скорость переноса изолиний для произвольного решения уравнения Д'Аламбера по его функциональному виду. По сути, полученное соотношение:
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связывающее решения уравнения Д'Аламбера, представляет собой автопреобразование Бэклунда для уравнения Д'Аламбера.
6    Телеграфное уравнение
Третий пример - телеграфное уравнение:
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Здесь 
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 в общем случае являются функциями координат и времени: 
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-постоянные. Условие равенства нулю детерминанта базовой системы уравнений для (25), которая имеет размерность 9 и выглядит аналогично (21), приводит после упрощения, аналогичного тому, которое было сделано для уравнения Д'Аламбера, к следующему нелинейному уравнению:
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где функция 
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 определяется соотношением (23). Уравнения этого типа могут ис​пользованы для описания динамики нелинейных двухпроводных линий [10,11].
В частном случае 
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 уравнение (25) представляет собой в точности телеграфное уравнение. Соответствующее уравнение для скорости изолиний будет иметь следующий вид:
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В случае
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 уравнение совместности базовой системы примет следующий вид:
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Частным случаем этого уравнения является уравнение, для которого 
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Полученные соотношения для телеграфного уравнения позволяют построить все точные решения нелинейных уравнений (26),(27) и (28) с помощью соотношения:
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где функция 
[image: image154.wmf]T

 - любое решение телеграфного уравнения (25). Уравнения типа (26),(27) и (28) имеют прямое отношение к задачам описания динамики нелинейных сигналов в активных двухпроводных линиях [10, 11].
7    Многомерное обобщение
7.1    Уравнение теплопроводности
В работе [2] кроме анализа задачи об уравнении теплопроводности в одномерном слу​чае рассматривается задача и для многомерного уравнения теплопроводности (1). Для этого вводится следующий формализм. Единичный вектор нормали к изоповерхности функции 
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С помощью этого вектора определим производную по нормали к изоповерхности функ​ции 
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Например, 
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Не трудно заметить теперь, что
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Отсюда
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Заметим, что в работе [2] ошибочно было пропущено первое слагаемое в правой части последнего равенства, характеризующее пространственную топологию решения для T. Отсюда видно, что уравнения (1) и (2) можно с помощью этих обозначений переписать так:
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где 
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. Видно, что по внешнему виду данные уравнения выглядят подобно одномерным уравнениям теплопроводности, но с адвективной добавкой 
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 необходимо установить закон их перестановочности, что неявно ис​пользовалось в одномерном случае. В отличие от обычных частных производных про​изводная по направлению, которой является производная по 
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 - некоторая дифференцируемая достаточное число раз функция координат и времени. Тогда имеем:
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таким образом, производные по 
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 не перестановочны. Перестановочность имеет место только, если 
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поскольку вектор 
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. Поэтому при дифференцировании уравнений (31) и (32) по 
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После дифференцирования дополнительная к (31)-(32) базовая совокупность уравнений примет следующий вид:
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Эта система аналогична, по сути, системе, рассмотренной в предыдущем разделе в под​разделе B, и полученное в результате уравнение аналогично (12). Приравнивая детерми​нант этой системы к нулю, находим, что нормальная составляющая скорости переноса изолиний удовлетворяет уравнению:
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Величина 
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 представляет собой среднюю кривизну изоповерхности функции 
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7.2    Многомерное уравнение Д'Аламбера

В многомерном случае уравнение Д'Аламбера
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где 
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 - многомерный оператор Лапласа, можно переписать с помощью производных по нормали следующим образом:
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С точки зрения производных по нормали уравнение (33) выглядит аналогично те​леграфному уравнению (25) с 
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 и 
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. Учитывая перестановочные со​отношения для производных по нормали и по времени, выведенные выше получаем следующую базовую систему уравнений:
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Условием совместности этой системы является уравнение следующего вида:
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где 
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8    Заключение

Результат, полученный в работе [2] относительно связи уравнения теплопроводности, уравнения переноса изолиний и уравнения Бюргерса, как было показано в данной работе, может быть с успехом обобщен на бо​лее широкий класса уравнений, в частности на уравнение Д’Аламбера и телеграфное уравнение. Это позволило найти совокупность новых нелинейных уравнений, которые линеаризуются с помощью обобщенной подстановки Колула-Хопфа-Урюкова. Среди этих нелинейных уравнений имеются диффузионные уравнения и уравнения, встречающиеся в задачах о динамике автоимпульсов в двухпроводных нелинейных линиях связи.  Метод может быть распространен и на другие системы. 

Авторы выражают благодарность Самойлову В.В. за указание на работу [2].
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